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Exercice N°1 (Micro) : (5 points)

Examen 47/01/’20’@3 ;

Soit un état de contrainte en un point (M) d’un milieu continu est donné dans un repere

orthonormé par le tenseur oj; . x 4
| | I 1
1- Déterminer la valeur de oyy pour lequel le vecteur contrainte est nul. 7L’2
2- Trouver les composants du vecteur unitaire normal a ce ? ‘}
plant(O, él,é)z,é3). 2 - Y
Exercice N°2 : (7.5 points) ’ Z x
Dans un repére(x, y, z), I’état de contrainte dans un plant (P) orthonormé pour un corps solide est
défini par :
]- Donner la forme que doit avoir les forces volumique pour que ,
I’équilibre local soit satisfait. (2y*)
2_ Calculer le vecteur de contrainte agissant sur le plan (P) au point
(M) par les composants suivants (1,1,1), la contrainte normal et la (2x2%)
contrainte tangentielle, avec le vecteur unitaire normal, est défini (2y%) /____.,, :
S NZa 25 . T
par n = (~;—el+7e3). 4)(32) > 7
3- Calculer au point (M) les contraintes principales et les directions :
principales. ‘/

4- Déduire la contrainte de cisaillement maximale Tpax au point (M). - x

5- Porter ces résultats a aide du cercle de Mohr.
6- Donner le tenseur sphérique et déviateur associ¢ au tenseur de contrainte.

Exercice N°3 : (7.5 points)

Un milieu continu déformable est soumis & un champ de déplacement tridimensionnel donné, dans
un repére (0, X1, X2, X3), trois composants :

uy = 2k; (0% = x3) + kaxy
7 = —ky (5%, + 2 %57
Wk, By ,2g) = Yz = 902 | 2% +2%3 Avec : k; et k, sont des constantes.

Uz = %(31(2)62)(3 + 4‘k1x1)

1- Déterminer le tenseur des déformations qui dérivent de u (mm).
2- Déterminer les points qui ne subissent au chargement de volume par k; =1 et k, =2.
3- Calculer les déformations principales au point (P) (1, 1,1).
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Solution Exercice Ne1 : (5 points)

1- Déterminer la valeur de Oxx pour lequel le vecteur contrainte est nulT(M, 1) = 0.

{__, } ‘GXX 2 1} {nlk ﬂ -
Ona:{T(M )= [e(M)]{1} < | 2 0 2[in2 )
1 2 01\

Produit matrice vecteur :

o oyt (2Nt (Dg = 0 vorvresrmmmemereess eqn°l.

e (2)ng+ (0)ny + (2)nz = '+ IRUUTRTTTTRRTR PP eq n°2.

e« (n,+ (2)n, + (0)nz = [ soon g2 g wmiug s S55E8 eq n°3.

o mEandAnd = Lo eq n°4.
Parleqn®2:2ny + 2n; =0 — Donc
Parl’eqn®3: in, +2n = 0 . — Donc n, = — ;M-
On remplace nzet Nz dans 'eq n°4.:
n§+(—%n1)2+(—n1)2 = ] — %n% =4 3 = Doiif nl——-z

On peut trouver les valeurs de m et m3 par la valeur nq *

%
: n, 3 A k
2 2 s 1
“ing = M3 = "3 l@ . — Donc {n}s%nz}= ==y
2
3

1
ny =3 — 213
cIfd} =0
oxx 2 1 4 2 1 2
7 0 2|53 =4 Parl’egn°l:0XX§+(2)——§+(1)—§=0 ....................... eqn°l
1 2 01} _2
2 ’ 2 4 2 4 43
0XX§—§_§:0 =3 Gxxg—'?;::o_)oxxg:g—)o‘xx:g; Donc Oxx s
z 2 X ~ O\
(o)=|2 0 2 :
1 7 y
2- Trouver les composants du vecteur unitaire normal a ce plant(o,?l,—e’z,"é’3).
2 2 11(1 0
[e(M)){7} =0« \2 0 2‘ {m% = %0} @
1 2 0iin 0 /
Produit matrice vecteur :
® (2)l+(2)m+(1)n=0 ........................... eqn°l’.
o (Dl+(O)m+ (21 = g missmmn < 4 s eqn°2’.
o« (DI+ @M+ (0)T = 0 oo eqn°3’.
o PamPan? =1t eqn°4’.
Parl’egn°2:21+2n=0 . — Donc n=-1. 7
Parl’egn°3zll+2m=0 . — Donc m=—%l. )
On remplace netm dans 1’eq n°4.: /
24 (—iD2+ (D7 =1~ ip=y g o> Dods 12=§-—>l=gr_\j7—; 1=:

On peut trouver les valeurs de et m pat la valeur L :
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Solution Exercice N°2 : (7.5 points)

1- Donner les expressions des forces de volume 2 partir de tenseur (o) au point (M).

Oxx Txy Txz (2x3z) 0 (2y?)
(o) = ( )

Tyx Oyy Tlyz | = 0 (—Zy?‘) 0
(2xz3)

Tzx Tzy Ozz

0% |, OTxy | O0Txz E 6x2
=0 i = —6x°z
Ix + By + e + E, 0 ; E

OTxy , 00yy 0Tyz _ . _

P 6y+6z +E =0 ; E, =4y

aTxy aTyZ aUZZ __ - ==y 2 s

Ty Ty PR R =0 F= 6xz ;

Donc : -
Fx —6x22 ;
f= {Fy :{ 4y } @/Q& 3

£, —6xz2 ,

2. Calculer le vecteur de contrainte agissant sur le plan (P), la contrainte normal et la
contrainte tangentielle, avec le vecteur unitaire normal au point (M) (1, 1.1) est défini par :

(2x3z) (x—2) (2y%) (2(1)*(D) 0 2%

[e(M]=|(x-2) =2y 0 |= 0 a1 0
(2y%) 0 (2xz3) 2% 0 2(D(1)*)
2 0 2 .
[a(M)]=<o 2 0)@
2 0 2 /
V2, 2 =

ﬁ) = (—2‘31 +7€3).

Ona: {T(M, 1)} = [e(M)]{7}

3

i i 2L+ 00+ @2
. 2 0 2\(& 2 0 2\ |z i ‘s
{T(M,Ti)}=<o —2 0) g =0 =2 o) 0t=1 OZ+20+©OF
AL 2 0 2/ |z
2

@2+ 0+ @Y

- tx) (2v2
e le vecteur de contrainte {T(M,ﬁ)}= tyt=4 0 ¢

t, 242

" T _,
e Contrainte normal : Ona : o, = {T(M,7)} {1}

_ 2v2) r
Fmm)=1 0 ¢/ TMD} ={2v2 0 2v2} /)=
22

NEERE
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o, = TMD} @=2vZ 0 2D

sH oy

» Contrainte tangentielle :

» ) 2
Ty = ﬁ(M,ﬁ)z — 0,2 =\E\/7 +024+2v2 —(4)?
3. Calculer au point (M) les contraintes principales.
Les valeurs propres A1, 43,43 sont les racines de 'équation caractéristiques :

Oxx Txy Txz 2 0 2
B+ LA - LA+I=0; (0)= (Tyx Oyy TyZ) = (0 -2 0> Mpa

Tzx  Tzy

Ozz 2 0 2
Avec : ' \
>11=axx+oyy+azz=2+(—2)+2=2Mpa. —_—
> I, = Ogy. Oyy + Oxx Ozz + Oyy-Ozz ~ Tay? = Taz” = Tyz" @
L =22+ @)@ + (@) -0?—22-2* =—4+4—-4—4= -8Mpa I
» Iy = Ogx-Oyy.Ozz — OuxTyz> — OyyTxz” — Oz Try” + Tay Tz Tyz m
I = (2)(-2)(2) — ((0)* = (-2)(2)* — (2)(0)2 + (0)(2)(0) = 8 — 8 = 0 Mpa. C’[ ,
Donc : I; = 2Mpa; I, = —8Mpa;l3 = OMpa.

4 Méthode 1 ~
(@é QS )

—A3+222+84=0
Cette équation de 3eme ordre la solution de cette équation comme la suite :

T SRR ¢ )
32 — . 1
A gy =Bt {—/12 T N .....(2)}

_J2 + 21+ 8 = 0 Equation de 2™ ordre la solution de cette équation est :
A= b%? — 4ac = (2)2 —4(-1)(8)=4+32= 36; A=36=0.

_ -b—VA _ -2-36 _ —2-6

* h=—0 T30 2’ Ay =4
_ —b+VB _ -2+y36 _ 246, —
o h=—, = 2(-1) -2’ A3 =—2

Par convention ces contrainte sont numérotées telque : 01 = 0y = 03
DOHC:O—1=AZ=4‘; O'2=7x1=0; O'3=}\3="‘2
Les contraintes principales sont : 0y = 4; 0,=0; 03 =-2.

< Méthode 2
R=1.763 ; S=9.33 ; Q=-5.92 ; T=5.48 ; a = 57.32 C S ;( O, 2(5 . /‘ | LS\
Par convention ces contrainte sont numeérotées telque : 01 = 0, = 03 5)/,023/ )( 5 - ‘j

Donc:o,=A, =4; 0, =2 =0 03 =3 = —2
Les contraintes principales sont : 03 = 4; 02 = 0; o3=-2.
Les directions principales :

72 2 vz
= 0.707 = 0.707 — 0
vz N
2

V2 0.707

4- Déduire la contrainte de cisaillement maximale T, au point (M).
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01—03 \
Tmax'—‘_z_': —3 Tmax = 3¢ 07
5- Résulta a alde du cercle de Mohr. — /?”

6- Tenseur sphérique et déviateur associé au tenseur de contrainte.

_ 01140324033 _ 11 _ _2_ = B.B6 [P —_ @/.2

Om = 3 3
2.0 0
6, 0 07 |3 066 0 0
0(5):[0 O 0]=0 : 0=[0 0.66 0] R — O/«ZJ’
0 0 66
oml 15 o % 0 0 0
(2 =13) 0 2 1.33
) = 0 (=2 — o) 0 =|o0
2 0 (2 = m) 2

Solution Exercice N°3 : (7.5 points)

1- Déterminer le tenseur des déformations qui dérivent del.

Uy = 2K1(X12 - X3) + KzXz
3
Uy, xz ,%3) = U2 = ~K2 (5X1 + ;X32) :

Us = = (3K X X5 + 4KiX1) 5
a 1 a a 3 R 'y =
Exx = aul 4lela _é%i: > gzzz'a%:;:‘EKZXZ éXﬂ/‘Q =

a 3} 5} 0 5} a
8xy=—( u1+_i2_)=_2K2,€x2=%(_u_l+l§.)=O; gyzzé(_zbr_u_s):o

axZ ax1 ax3 0x4 aX3 8x2
Donc le tenseur de déformation est :
4K X —2K 0 ~——

Exx Exy Exz 141 2 X
(e) = (gyx Eyy EyZ) = | —2K; 0 5 0 L 0025‘

Szx Szy EZZ 0 0 "‘KZX Vi ’

2- Le chargement de volume par K;=1et Kz —2 D X
. av—avy _ _ 3 I /‘r ,
= —gxx+£yy+gzz—4K1X +-= KzXz,Xl— XZ

dvy
3. déformations principale au point (P) et K1 =1etK,=2,(P)(1,1,1):

AKX —2K 0
Exx Exy Exz —éK ! 0 . 0 4 -4 0
(e) = (gyx Eyy 5y2> = 2 3 = (—4 0 0>
Ex €2y  Ezz 0 0 E KX 5 0 0 3

Les valeurs propres 44, 43,43 sont les racines de I'équation caractéristiques :
¢’ —13+1112—I£21+I3 =0

Avec : ) ’ é?_,iz/?\

I£1=exx+£yy+ezz=4+(0)+3=7. -

— 2 2 2 —
Iy = Exx- Eyy T Exx €22 + Eyy €22 — Exy" T Exz” — Eyz o ¢ ‘
IEZ '—4‘ . p— i

> g

2 2 2
Exx+ Eyy- €7z — Exx€yz <€yy‘gxz — Ezz&xy + Exy- Exz Eyz ’
I3 = —48. — v
Donc:lgy =7 ;lp =413 = —48.

& Méthode 1 T J
B +7A2+4A—-48=0 . équation N°1 ()
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Cette équation de 3eme ordre la solution de cette éguation comme la suite :

& (x—a)(ax? +bx+c)=0; Avec P(a) = 0; Donca =3

& Pla=3)=—(3)°+73)*+4(3)—48= 0

Donc « = 3 cest la solution de cette équation.

11 est possible d'utiliser la méthode d’appariement (diiaell 45 )k Jlaxil)

P(a) = (x — a)(ax? + bx + ¢); P(3) = (x — 3)(ax? + bx + ¢)

Ecole Normale supérieure

& PR)=ax®*+ b+ —3a)x? 4+ (c—3b)x—3c=0 équation N°2
Avec :
{—/13 1IN T Y Je— R L équation N°1}
ax3 + (b — 3a)x? + (¢ —3b)x — 3c = 0.........6quation N°2

D’appris d’appariement (Jbesis 45y yha Giladl)
(x —a)(ax*+bx+¢)=0

e a=-1

e b—3a=7 -b-3(-1)=7 -b=4

o —3c=-48 -c= 2—’61*% _ _17923  — ¢ =16 On peut écrie :

o P s (=3 =0 (D)

b (=3t + A+ 16)=0 { (=% + 4% +16) = 0 e (2) }

» x—3=0 -x1=3

> (—x*+4x+16) =0 Equation de 2™ ordre la solution de cette équation est :

A= b% — 4ac = (4)% - 4(-1)(16) =80 ; A= 44/5 = 8.94 > 0.

-p—VA

¢ Xp=—_—= 3 Xy & 6,47
—b+VA

e X3 = - = 3 X3 = -2,47

Par la convention ces déformation sont numérotées telque : &5 = € = &3

Donc: & = X, = 6,47, &€ =X3 = 3 g3 =% =—247
Les contraintes principales sont : € = 6,47; €, =3; €= —-2,47.
< Méthode 2 — @,—
R=20.33; S=2.60 ; Q=13.25; T=17.64 ; a = 112.07 ——" QXO) -
Par la convention ces déformation sont numérotées telque : &, = €2 = €3 QJ @
Donc : &1 = X, = 6,47; £, =%3 =3 ; By =Xy = =247 — @X‘? j -

Les contraintes principales sont : & = 6,47; € =3; €3=—247.

@Xolﬂj 2
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